MINISTERIO DA DEFESA
EXERCITO BRASILEIRO
DEPARTAMENTO DE CIENCIA E TECNOLOGIA
INSTITUTO MILITAR DE ENGENHARIA
CURSO DE MESTRADO EM ENGENHARIA NUCLEAR

JADNA MARA SANTOS MENDES

APLICACAO DO METODO DE EXPANSAO POLINOMIAL NODAL
PARA SOLUCAO ESTACIONARIA DA EQUACAO TRIDIMENSIONAL
DE DIFUSAO DE NEUTRONS A DOIS GRUPOS

Rio de Janeiro

2017



INSTITUTO MILITAR DE ENGENHARIA

JADNA MARA SANTOS MENDES

APLICACAO DO METODO DE EXPANSAO POLINOMIAL

NODAL PARA SOLUCAO ESTACIONARIA DA EQUACAO

TRIDIMENSIONAL DE DIFUSAO DE NEUTRONS A DOIS
GRUPOS

Dissertacao de Mestrado apresentada ao Curso de
Mestrado em Engenharia Nuclear do Instituto Militar
de Engenharia, como requisito parcial para obtencao
do titulo de Mestre em Ciéncias em FKEngenharia
Nuclear.

Orientadores:
Sergio de Oliveira Vellozo - D.Sc.
Sérgio Barros Paixao - M.Sc.

Rio de Janeiro

2017



c2017

INSTITUTO MILITAR DE ENGENHARIA

Praga General Tiburcio, 80 - Praia Vermelha

Rio de Janeiro - RJ CEP: 22290-270

Este exemplar é de propriedade do Instituto Militar de Engenharia, que podera inclui-lo

em base de dados, armazenar em computador, microfilmar ou adotar qualquer forma de

arquivamento.

E permitida a mencao, reproducao parcial ou integral e a transmissao entre bibliotecas

deste trabalho, sem modificacao de seu texto, em qualquer meio que esteja ou venha a

ser fixado, para pesquisa académica, comentarios e citagoes, desde que sem finalidade

comercial e que seja feita a referéncia bibliografica completa.

Os conceitos expressos neste trabalho sao de responsabilidade do(s) autor(es) e do(s)

orientador(es).

621.48

Mb538a

Mendes, Jadna Mara Santos

Aplicacao do método de expansao polinomial nodal
para solugao estaciondria da equacao tridimensional de
difusdo de néutrons a dois grupos / Jadna Mara Santos
Mendes; orientada por Sergio de Oliveira Vellozo; Sérgio
Barros Paixao - Rio de Janeiro: Instituto Militar de
Engenharia, 2017.

63p.: il.

Dissertacao (Mestrado) - Instituto Militar de Enge-
nharia, Rio de Janeiro, 2017.

1. Curso de Engenharia Nuclear - teses e dissertagoes.
2. Método nodal. 1. Vellozo, Sergio de Oliveira. II.
Paixao, Sérgio Barros. III. Titulo. IV. Instituto Militar
de Engenharia.







AGRADECIMENTOS

E com grande satisfagao que deixo aqui meus sinceros agradecimentos a todos que de
alguma forma contribuiram com realizacao deste trabalho.

Em primeiro lugar a Deus por motivos infinitos.

Aqui meus humildes agradecimentos a esses dois que praticamente me “adotaram”no
meu pouco conhecimento, Prof. Sergio Vellozo e Prof. Sérgio Paixao, aos quais eu nao
tenho palavras para expressar o quao maravilhoso foi poder trabalhar com Eles.

Ao Instituto Militar de Engenharia e a Coordenagao de Aperfeicoamento de Pessoal
de Nivel Superior por fornecer subsidios, os quais me permitiram realizar esse trabalho.

Com muito carinho, agrade¢o & minha familia de sangue (Mae e Irméaos), Eles sao
minha base! Aos demais familiares e amigos de longas datas pelas palavras de apoio e
confianca.

Agradeco ao pessoal da UNIFESSPA, aos Professores que me deram assisténcia no
comeco dessa jornada, Fernanda, Edney e Fabio. E aos colegas, em especial, Mario,
Solange e Janaina.

Agradego aos amigos que me acolheram, Familia Santos, Familia Petine, Familia Ma-
galhaes. Aos colegas de turma, em especial, Camila, Gabriela e Mayara, onde encontrei
companheirismo. Aos professores do IME pelas oportunidades. A todos da Secao de
Engenharia Nuclear, servidores, alunos das outras turmas, pelo apoio e bate-papos extra-
classe.

Aos membros da banca de defesa desta dissertacao por terem aceitado convite e por
suas colaboragoes com o trabalho.

E por fim, ao Rio, que eu amo de paixao, por ter me recebido de bragos abertos.
Acreditar Sempre!



LISTA DE ILUSTRACOES. . . . . . . o 07
LISTA DE TABELAS . . . . . . . 08
LISTA DE SIMBOLOS . . .« o oottt 09
LISTA DE SIGLAS. . . . . . 11
1 INTRODUCGAO . . . . oo, 14
1.1 Objetivo . . . . . 15
2 FUNDAMENTOS TEORICOS. . . . . . .. ... 16
2.1 Néutrons e suas interagoes com a matéria . . . . . . .. ... ... ... ... 16
2.2 Segoes de choque . . . . . . .. 17
2.3 Equacao de transporte de neéutrons . . . . . . ... ... L. 17
2.4 A aproximacao da difusao. . . . . ... 18
2.5 A equagao da difus@o. . . . . ... 18
3 METODOS COMPUTACIONAIS. . . . .. .. ... .. ......... 20
3.1 Introducao. . . . . . .. 20
3.2 Caraterizagao dos métodos . . . . . . . . .. ... ... ... 21
3.2.1 Método de Diferencas Finitas de Baixas Ordens. . . . . . ... ... ... .. 21
3.2.2  Método de Diferencas Finitas de Altas Ordens. . . . . . ... ... ... ... 21
3.2.3 Métodos dos Elementos Finitos. . . . . . ... ... ... 0oL 22
3.2.4 Métodos Nodais. . . . . . . . . . . . . 22
3.2.5  Métodos de Matriz Resposta . . . . . . ... ... Lo 22
3.2.6 Combinagao de Métodos. . . . . . . ... .. ... ... 23
3.2.6.1 Método de Probabilidade de Colisao Nodal. . . . . . ... ... ... ... .. 23
3.2.6.2 Método de Expansao Nodal. . . . ... ... ... ... ... .. ........ 23
3.2.6.3 Método de Expansaode Fluxo . . . . ... .. ... ... ... .. ....... 24
3.3 Métodos usados em diferentes reatores . . . . . ... ... ... L. 24
3.3.1  Métodos para reatores moderados por agua leve (LWR). . . . .. ... ... 24
3.3.2  Métodos para reatores de altas temperaturas (HTR). . . . .. ... ... .. 25
3.3.3  Métodos para reatores regeneradores rapidos (FBR) .. . . ... ... .. .. 26
3.4 Sumario das vantagens e desvantagens associadas. . . . . . ... ... .. .. 26
4 O METODO DA EXPANSAO POLINOMIAL NODAL .. ... .. 28
4.1 Expansao de segunda ordem - o NEM basico . . . .. ... ... ... .. .. 32
4.2 Expansoes de ordens superiores . . . . . .. ... 34
5 BENCHMARK TAEA-3D .. . ... ... .. . . . .. 38
6 SIMULACOES COMPUTACIONAIS . . . .. .. ... ... 40

SUMARIO



6.1
6.2
6.2.1
6.2.2
6.3
6.3.1
6.3.2

7.1
7.2
7.3
7.4

8.1
8.2

10
10.1
10.1.1
10.1.2
10.2

NEM3D-1A .. . . e
Processo iterativo . . . . . . ... oo
Fluxograma . . . . . . . . . . . . ..
Critérios de convergéncia . . . . . . . . . . ...

Resultados e comparacoes . . . . . . . .. . ...
BENCHMARK IAEA-3D . . . . . . . . .
Resultados NEM3D-1A .. . . . . ... ..

COMPARACOES COM OUTROS PROGRAMAS .. .. ......
Programas computacionais . . . . . . . ... ... L
Resultados comparativos . . . . . . . ... ... ...
O autovalor (keff) . . . . . .

Desvios méaximos e minimos de distribuicao de poténcia . . . . . .. .. ..

CONCLUSOES E SUGESTOES . . . . . . oot
ConclusOes . . . . . o
SUZESEOES . . . o v e

REFERENCIAS BIBLIOGRAFICAS .. . . ... ............

APENDICES .. . . ... ...
Apéndice 1: Método dos Residuos Ponderados . . . . . ... ... ......
Método de Galerkin . . . . . . . . . ...
Método dos Momentos . . . . . . . . . . ...
Apéndice 2: Funcoes de base e suasrelagbes . . . . . . ... ... ... ...

49
49
50
50
51

52
52
52

54

56
o7
59
99
60



FIG.2.1

FIG.4.1

FIG.4.2

FIG.5.1

FIG.5.2

FIG.6.1

FIG.6.2

FIG.6.3

FIG.6.4

FIG.6.5

FIG.6.6

FIG.6.7

FIG.10.1

FIG.10.2

FIG.10.3

FIG.10.4

FIG.10.5

LISTA DE ILUSTRACOES

Representagao esquematica da interacao néutron-nicleo (DUDERSTADT
e HAMILTON, 1942) . . . . . .. e

Representcao esquematica de um nodo e suas faces . . . . ... ... ...
Representacao esquemaética das correntes parciais nonodom . . . . . . .
Secao transversal, z = 190cm (ANL-7416, 1977) . . . . . ... ... .. ..
Secao longitudinal, y = 0 (ANL-7416, 1977). . . . . . ... ... ... ...
Distribuicao radial média de poténcia, integrada axialmente, de referéncia
Distribuigao de desvios de resultados NEM3D-1A - 10cm x 10cm x 10cm
Distribuigao de desvios de resultados NEM3D-1A - 10cm x 10cm x 20cm
Distribuicao de desvios de resultados NEM3D-1A - 20cm x 20cm x 2,5cm
Distribuigao de desvios de resultados NEM3D-1A - 20cm x 20cm x 5¢cm
Distribuicao de desvios de resultados NEM3D-1A - 20cm x 20cm x 10cm
Distribuicao de desvios de resultados NEM3D-1A - 20cm x 20cm x 20cm
Polinémios - Funcao de forma. . . . . ... ... ... ... ... ......
Polinomios bésicos - Funcao de forma . . . . . ... .. ... ... ... ..
Polonémios de ordens superiores - Funcao de forma. . . . . ... ... ..
Ortogonalidade entre polonémios. . . . . . . ... ... ... ... .....

Ortogonalidade entre polinomios e segundas derivadas. . . . . . ... ..

16

29

32

38

39

44

45

46

46

47

47

48

60

61

61

62

62



LISTA DE TABELAS

TAB.5.1 Dados Nucleares (ANL-7416, 1977). . . . . . ... .. ... ... ... ...
TAB.7.1 Comparagoes de resultados de keff . . ... ... .. ... ... .. ... ...

TAB.7.2 Desvios maximos e minimos para a distribuicao de poténcia radial. . . . .



M 1M 4

QX T U@ DN |

TET @D

'ﬁ
—~

=
=

ISEECERS) @

A
@3

LISTA DE SIMBOLOS

Secao de choque macroscopica

Secao de choque microscépica total

Secao de choque microscépica de espalhamento

Secao de choque microscopica de absorgao

Secao de choque microscépica de espalhamento eldstico
Secao de choque microscopica de espalhamento inelastico
Secao de choque microscépica de fissao

Secao de choque microscépica de captura radiativa
Secao de choque macroscépica total

Secao de choque macroscopica de esoalhamento

Secao de choque macroscépica de absorcao

nimero médio de néutrons produzidos por fissao

Vetor unitario de direcao

Fluxo de néutrons

Energia da particula

Vetor posicao no espaco

Tempo

Espectro de fissao

Fonte externa

Corrente de néutrons

Coeficiente de difusao

Fonte de néutrons

Matriz coluna de corrente

Matriz de remocao

Matriz de fissao

Grupo de energia

Secao de choque macroscépica de espalhamento do grupo g para o grupo g
Nodo m

Volume do nodo m

Superficie tranversal a diregao u (u = z,y ou 2)
Dimensao em x do nodo m

Dimensao em y do nodo m

Dimensao em z do nodo m

Fluxo médio de néutrons do grupo g no nodo m
Superficie que envolve todo o volume V'

Vetor unitario

Corrente parcial de néutrons no grupo g, na direcao u, na superficie s, no nodo m
Fluxo médio transversal do grupo g, na dire¢ao u, no nodo m
Area de interface entre duas regioes na dire¢ao u, no nodo m
Polinémio de ordem k£

Corrente parcial de entrada

Corrente parcial de saida



Ly, - Fuga transversal do grupo g, na dire¢ao u, no nodo m

Ly, - Fuga média transversal do grupo g, na diregao u, no nodo m
w; - Funcao peso

A - Autovalor

€p - Fator de convergéncia

F™ - Potencia

kers - Fator de multiplicacao efetivo

10



ANL
ANM
BWR
EPRI
FBR
FDM
FEM
HTR
TAEA
LD

LI
LMFBR
LWR
MIT
NEM
NM
ORNL
PWR

LISTA DE SIGLAS

Argone National Laboratory
Analytic Nodal Method

Boiling Water Reactor

Electric Power Research Institute
Fast Breeder Reactor

Finite Difference Method

Finite Element Method

High Temperature Reactor
International Atomic Energy Agency
Linearmente Dependente
Linearmente Independente

Liquid Metal Fast Breeder Reactors
Light Water Reactor

Instituto de Tecnologia de Massachusetts
Nodal Expansion Method

Nodal Method

Oak Ridge National Laboratory
Pressurized Water Reactor

11



RESUMO

Estuda-se o método da expansao polinomial nodal (NEM) proposto por Finne-
mann (Atomkernenergie Bd.30 — 1977), para solucao das equagoes de difusdao de
néutrons tridimensionais na forma multigrupo, em geometria cartesiana. Utiliza-se
a técnica de residuos ponderados para o calculo dos coeficientes de acoplamento das
expansoes de ordens superiores.

Derivado da combinagao dos métodos nodais e de elementos finitos, o NEM
fornece equacgoes formalmente exatas obtidas através da integracao da equacao de
balanco de néutrons.

Simulou-se o caso referéncia tridimensional a dois grupos de energia proposto
pela ATEA através do programa computacional NEM3D-1A, utilizando-se diferentes
dimensoes de nodo. Comparagoes entre os resultados de referéncia, os obtidos por
NEMS3D-1A e por outros programas indicaram boa concordancia.
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ABSTRACT

The nodal expansion method (NEM), as proposed by Finnemann (Atomker-
nenergie Bd.30 — 1977), has been used to solve the multigroup neutron diffusion
equations in three-dimensional Cartesian geometry. The weighted residual techni-
que has been applied to determine the higher-order coupling coefficients.

Resulting from the combination of nodal and finite element methods, NEM pro-
vides rigorously accurate equations obtained by integrating the neutron balance
equation.

The two-group coarse-mesh three-dimensional TAEA benchmark has been simu-
lated by NEM3D-1A using different node sizes. The NEM3D-1A calculations were
found to be in good agreement with those obtained by using other standard codes.
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1 INTRODUGAO

A solucao da Equacgao da Difusao de néutrons é indispensavel a compreensao e analise
do comportamento de um reator sob condi¢oes normais de operacao ou em situagoes de
acidentes postulados. O conhecimento da distribuicao espacial e da evolugao temporal da
populacao dos néutrons, em cada grupo de energia, sé é possivel se o conjunto das equagoes
envolvidas for resolvido, ainda que de forma aproximada. Os programas computacionais
desenvolvidos para tais finalidades sao chamados de Codigos.

Ao longo de anos, uma teoria bem fundamentada sobre estratégias de utilizagao do
Método das Diferengas Finitas, como forma de aproximar os operadores diferenciais e
esquematizar a solucao do problema, foi desenvolvida no Departamento de Engenharia
Nuclear do Instituto de Tecnologia de Massachusetts (MIT) - EUA, dando origem a
uma vasta gama de teses, publicacoes cientificas e relatérios técnicos. A vantagem do
método reside no fato de que, com a diminui¢ao da largura do intervalo (h) entre pontos
da malha da dimensao discretizada (u - espago ou tempo), a solugdo numérica tende a
solugao analitica. Porém, é fato que com a reducao da largura de intervalo, mantida a
geometria do problema, o nimero de pontos (IN) a serem calculados aumenta linearmente,
considerando-se apenas uma dimensao . A desvantagem do método reside no fato de que
resultados confiaveis surgem a partir de valores reduzidos de h, tornando-o praticamente
pouco atrativo para problemas tridimensionais, devido ao elevado nimero de pontos de
malha onde as varidveis neutronicas necessitam ser calculadas, ainda que para o caso
estacionario.

Apesar dos avancgos tecnolégicos computacionais, do aumento significativo da velo-
cidade de processamento e capacidade de armazenagem de dados, a busca por métodos
confiaveis que permitam simular um reator inteiro, completo em sua geometria, usando
valores de h consideravelmente grandes (do tamanho do elemento combustivel) tem sido
alvo de interesse de pesquisadores. Tais métodos sao denominados “métodos de malha
grossa”. Dentre eles, destacam-se os “Métodos Nodais”. Essa categoria de métodos se
deriva do balanco integral de néutrons, onde as variaveis principais sao calculadas no

volume e nas superficies de contorno do nodos, sao formalmente exatos e o acoplamento
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entre nodos se d& através de termos transversais.

No estudo em proposigao, objetiva-se o Método da Expansao Polinomial Nodal (NEM
- “Nodal Expansion Method”), conforme proposto por (FINNEMANN, 1977). Nesse
método, as correntes parciais médias transversais, responsaveis pelos acoplamentos entre
nodos, sao determinadas através do emprego da Lei de Fick. O fluxo unidimensional
(média transversal) é expandido através de um polinémio, onde os coeficientes sao deter-
minados através de técnicas de residuos ponderados, permitindo a utilizacao de nodos de
arestas da ordem de 20 cm. A principal dificuldade no método esta na estimativa dos
erros associados. Porém, suas vantagens suplantam tal dificuldade, tornando-a apenas

curiosidade.

1.1 OBJETIVO

Desenvolver e compreender a teoria do método da expansao polinomial nodal, base-
ado em estudo proposto por (FINNEMANN, 1977), aplicada a um sistema de equagoes de
difusdo de néutrons na forma multigrupo e estacionario (DOS SANTOS, 1991). Analisar,
compreender e realizar modificacoes na estrutura do programa computacional NEM3D
(PAIXAO, 2016) para a simulacio do caso teste referéncia (“benchmark”) proposto pela
Agéncia Internacional de Energia Atomica (IAEA) (ANL-7416, 1977), comparando os re-
sultados obtidos com aqueles fornecidos como padrao de referéncia e por outros programas

computacionais, porventura disponiveis.
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2 FUNDAMENTOS TEORICOS

2.1 NEUTRONS E SUAS INTERACOES COM A MATERIA

Néutrons sao particulas desprovidas de carga elétrica (neutras) e que viajam em linha
reta, tendo a sua trajetéria desviada apenas quando colidem com um ntcleo atomico,
quando podem ser absorvidos ou espalhados em uma nova direcao. Nem os elétrons que
orbitam o nicleo (componentes da nuvem eletronica), nem o campo elétrico causado por
um ntcleo (carregado positivamente) sao capazes de alterar o percurso de um néutron
(DUDERSTADT e HAMILTON, 1942). Em suma, os néutrons colidem com nicleos, nao
com atomos. O parametro que descreve a interacao dos neutrons com a matéria é a secao
de choque macroscépica, (X), e o seu inverso, (%), ¢ o livre caminho médio, que é a
distancia média entre uma interacao e outra.

Néutrons podem interagir com a matéria de acordo com o esquema apresentado na

FIG. 2.1

g, (total)

0, (scattering)

‘ a, {absorption)

a; (fission) Gy 2, O p o {radiative
On, 3n T, a capture)

(;E 1 & am ¥
(elastic (inelastic
scattering) scattering)

Figura 2.1: Representacao esquemética da intera¢do néutron-nicleo (DUDERSTADT e
HAMILTON, 1942)
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2.2 SECOES DE CHOQUE

Em geral, apesar do nome ser inapropriado, a secao de choque macroscopica de um
nucleo caracteriza a probabilidade por unidade de comprimento, ou seja, a densidade
linear de probabilidade da ocorreréncia de um processo de interagao neutron-nicleo. A
secao de choque macroscépica total, >;, é a soma das se¢oes de choque de espalhamento

e absorgao (DUDERSTADT e HAMILTON, 1942). Seguindo a definicao:

Y =2+ 2,

2.3 EQUACAO DE TRANSPORTE DE NEUTRONS

A equacao de transporte integro-diferencial fornece a descrigao quantitativa da dis-
tribuicao de particulas em meios materiais, representando o balanco de néutrons em um

elemento de volume do espaco de fase,

10¢
Q- 5
" 8?5 + V¢+ ol
/ / JES,(F E = B,Q - Q)6(F,Q, B, t) (2.1)
ie) dEVEfTE)ng( QE )+ qes
47

Sendo ¢ = ¢(T, fl, Et), 3 =35(7 FE) € Gex = Gex(T, O, E, t).

Encontrar solugoes para a EQ 2.1 nao é trivial e desafia as abordagens elementares
dos métodos analiticos. Isso se da, principalmente, devido a dependéncia energética das
secoes de choque macroscépicas e a dependéncia angular e energética da secao de choque

de espalhamento.
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2.4 A APROXIMACAO DA DIFUSAO

Devido a estrutura complexa da equacgao de transporte, torna-se, muitas vezes, obri-
gatorio introduzir-se aproximacoes. Uma delas, bastante comum em projetos, é a apro-
ximacao da difusao. Em sintese, ela descreve o espalhamento angular através de uma
anisotropia linear, acarretando limitacoes para o seu uso. A simplicidade da equagao ob-
tida, a equacao da difusao, justifica a sua adocao. A lei de Fick é a esséncia do processo.
Ela relaciona a corrente de néutrons J com o gradiente do fluxo, ﬁgzﬁ, sendo D o coeficiente

de difusao:

J=—-DV¢

Como exemplo, temos a equacao da difusao dependente do tempo a um grupo de

energia. Ela foi obtida pela substituicao de J pela lei de Fick.

=V -DVé—3.p+5

No caso estacionario, ela se reduz a:

V-DVp—3,+S5=0

2.5 A EQUACAO DA DIFUSAO

Equacao Fundamental de Balango Neutronico

A base formal da abordagem nodal, no presente trabalho, é oriunda da equacao de

balanco 2.2

VT + A [e(r)] = 5 [F(r)] [6(r)] (2:2)

relacionando a corrente total e o fluxo, os termos de perda por absorgao, a fonte de

18



néutrons de fissao e o fator de multiplicacao do meio.
Em que A(r) representa o termo de perda por absor¢ao e espalhamento, F(r) re-
presenta a fonte néutrons por fissdo e A é o fator de multiplicacao do meio (HENRY,

1975).
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3 METODOS COMPUTACIONAIS

3.1 INTRODUCAO

O projeto do ntcleo de um reator tem por objetivo principal definir as caracteristicas
do fisicas e neutronicas do nucleo, especificando os parametros relevantes que o caracteri-
zam neutronicamente, tais como fator de multiplicacao e distribuicoes de fluxo e poténcia,
dentre outros. A distribuicao de fluxo pode ser descrita pela solucao da equacao de trans-
porte de Boltzmann. Tal solucao apresenta dificuldades, das quais se destacam: a nao
linearidade do sistema, devido a efeitos de realimentacao das segoes de choque, e os ele-
vados requisitos computacionais, devido a quantidade de variaveis a serem tratadas bem
como suas dependéncias. Felizmente, para a engenharia de tais projetos, algumas apro-
ximacgoes mostraram-se eficientes e suficientemente precisas, dentre as quais se destacam:
a utilizacao da equagao da difusao de néutrons e a utilizacao de quantidade definida de
grupos de energia, derivada do desenvolvimento de técnicas de homogeneizagao adequa-
das.

Em um passado recente, o método de diferencas finitas de baixas ordens tornou-se a
ferramenta mais utilizada devido a aspectos de flexibilidade de programacao e confiabi-
lidade de resultados. Trata-se de um método cujos resultados convergem para a solucao
exata a medida que o intervalo de malha é reduzido, e que possibilita, através de sua
teoria bem fundamentada, a prévia andlise de aspectos de estabilidade e de estimativa
de erros associados ao seu emprego. No caso de reatores de pequeno porte moderados a
agua leve, o largo emprego desse método provou sua qualidade e eficiéncia. Porém, no
caso de reatores comerciais, devido ao aumento dos requisitos de precisao e das dimensoes
do ntcleo, tendo em vista aspectos significativos de gerenciamento de combustivel, incor-
reu num crescimento da quantidade de pontos de malha de forma tao significativa que
as simulagoes ficaram restritas a centros possuidores de computadores de grande porte.
As possibilidades de se utilizar entao esse método como rotina de simulagao tornaram-se
proibitivas. Na intengao de contornar essa dificuldade, foram desenvolvidas técnicas de

aceleragao de convergéncia e de otimizagao de algoritmos.
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Com o advento dos computadores do tipo pessoal, avancos e melhorias no desempenho
e eficiéncia dos processadores e aumento da capacidade de armazenamento das méaquinas,
consideravel énfase foi dada ao desenvolvimento de métodos capazes de suportar maiores
larguras de intervalos de malha, sem perda de confiabilidade de seus resultados, dando

origem a classe dos chamados “métodos de malha grossa”.

3.2 CARATERIZACAO DOS METODOS

No intuito de delinear um panorama de alguns dos principais métodos utilizados em
calculos de ntcleos de reatores, apresenta-se a seguir uma breve explanagao sobre cada
um deles. Como toda breve explanacao carece de maiores aprofundamentos, as descricoes

apresentadas restringem-se a aspectos que possam ressaltar caracteristicas fundamentais.

3.2.1 METODO DE DIFERENCAS FINITAS DE BAIXAS ORDENS

Baseado na forma tradicional da equacao de diferencas, geralmente obtida através
de um processo do tipo “box integration”, fornece resultados em pontos especificos da
malha; ou seja, centrados na malha ou centrados nas interfaces. De base tedrica bem
fundamentada, utiliza-se de técnicas iterativas e de métodos auxiliares para aceleragao de

convergéncia de seus resultados.

3.2.2 METODO DE DIFERENCAS FINITAS DE ALTAS ORDENS

Algumas vezes chamado de “método de diferencas finitas de malha grossa”, utiliza-se
das informacoes de pontos adicionas, além daqueles imediatamente vizinhos. Apesar de

fornecer resultados em pontos especificos da malha, o acoplamento entre esses se da de
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forma ajustada conforme caracteristicas préprias do problema.

3.2.3 METODOS DOS ELEMENTOS FINITOS

Conceitualmente distinto do método de diferencas finitas de altas ordens, os resultados
dos fluxos nao se dao em pontos especificos da malha e de forma direta. Em vez disso,
a solucao é obtida através de uma expansao polinomial dentro do elemento da malha
(elemento finito), com coeficientes a determinar. As condigbes de continuidade ao longo
das interfaces dos elementos vizinhos fornecem os conjuntos de equagOes necessérias a

determinacao desses coeficientes, relacionando-os aos valores de fluxos e suas derivadas.

3.2.4 METODOS NODAIS

Derivam-se da forma integrada das equacoes de balanco de néutrons e, consequente-
mente, fornecem resultados integrados em cada elemento (nodo) da malha. Oferecem por
resultado, valores médios de fluxos integrados no volume do nodo e de correntes médias de
néutrons integradas nas superficies transversais de interface entre nodos imediatamente
vizinhos. Formalmente exatos, nao dependem da aproximacao da difusao. Necessitam de
consideracoes especificas sobre as distribuicoes espaciais e angulares das distribuicoes de

fluxos.

3.2.5 METODOS DE MATRIZ RESPOSTA

Caracterizam-se pelo pré-calculo das “fungoes resposta”, que sao matrizes que re-
lacionam os fluxos neutronicos entrantes através das interfaces do elemento (célula) da
malha aos fluxos de saida. As células da malha podem conter estruturas fortemente he-

terogéneas. Formalmente exatos, dependem de consideragoes a respeito das distribuicoes
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espaciais e angulares dos fluxos entrante e sainte. Assemelham-se aos métodos nodais,

porém podem ser considerados mais genéricos.

3.2.6  COMBINACAO DE METODOS

A combinagao de caracteristicas basicas de métodos tem sido alvo de investigagoes,
gerando variagoes eficientes e precisas. Alguns desses resultados sao nao lineares e neces-
sitam de procedimentos iterativos durante o processo de solucao, além de consideragoes

sobre as distribuicoes espaciais e angulares dos fluxos neutronicos.

3.2.6.1 METODO DE PROBABILIDADE DE COLISAO NODAL

A determinacao das probabilidades de colisao efetivas depende das distribuigoes es-
paciais e angulares dos fluxos de néutrons e das fontes. Assume-se uma forma para essas
distribuigoes (forma linear, p.ex.), com alguns parametros livres. Estabelecido o processo
de célculo iterativo, sao ajustados os parametros livres, objetivando o refinamento de

resultados. Trata-se, portanto, de um processo nao linear.

3.2.6.2 METODO DE EXPANSAO NODAL

Resultante da combinacgao de algumas caracteristicas do método nodal e de principios
basicos do método de elementos finitos. Utiliza-se de uma expansao polinomial, como
suposicao para refinamento dos resultados dos coeficientes de acoplamento entre nodos
imediatamente vizinhos, e da aplicacao de procedimentos de ponderacao residual, como
restricao a dependéncia espacial da equacao de balanco neutronico. Seus resultados

constituem-se em quantidades integradas no nodo, tais como fluxos médios no volume
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e correntes médias nas interfaces. Necessitam de técnicas especiais de reconstrucao de
fluxo, considerando as heterogeneidades dentro do nodo, para que valores por ponto se-

jam fornecidos.

3.2.6.3 METODO DE EXPANSAO DE FLUXO

Resultante da combinagao de algumas caracteristicas do método de diferencas fini-
tas de altas ordens e de principios basicos do método de elementos finitos. Utiliza-se de
uma expansao polinomial, objetivando estabelecer condigoes de continuidades em pontos
médios das interfaces entre elementos imediatamente vizinhos da malha e para comple-
mentar as equacgoes adicionais derivadas do emprego da técnica de residuos ponderados.

O método fornece por resultado valores de fluxo por pontos.

3.3 METODOS USADOS EM DIFERENTES REATORES

Apresenta-se um panorama dos métodos comentados e suas aplicagoes em alguns tipos
de reatores nucleares. A tendéncia mundial de utilizacao de reatores de poténcia do tipo
moderados por dgua leve (LWR) justifica o maior esforgo no desenvolvimento de métodos

e técnicas diretamente aplicados a essa familia.

3.3.1 METODOS PARA REATORES MODERADOS POR AGUA LEVE (LWR)

Observando resultados publicados em literatura cientifica, parece justo dizer que os
métodos de expansao nodal e de expansao de fluxo representam um avanco no que diz
respeito a precisao e eficiéncia. Aplicaveis a problemas bi e tridimensionais, podem pro-
mover ferramentas de rotina para tomadas de decisdes em aspectos de gerenciamento de

combustivel e simulagoes em tempo real. Investigacoes com intervalos de malha da ordem

24



de 10 cm mostram méaximos desvios de poténcia média em montagens de combustivel da
ordem de 1% e de keff da ordem de 0,01%.

O método de elementos finitos se mostra satisfatorio para aplicagoes em problemas
tridimensionais, mas sem atingir o mesmo grau de eficiéncia dos métodos de expansao
citados.

Os métodos de diferengas finitas de altas ordens e outras variagoes de métodos nodais
(analiticos, p.ex.) se mostram promissores quando combinados com técnicas de otimizagao
de procedimentos de solucao.

As aplicagoes em reatores do tipo a dgua fervente (BWR) se mostram mais compli-
cadas do que os do tipo & dgua pressurizada (PWR) devido aos efeitos de realimentagao.
Os resultados computacionais dependem fortemente dos efeitos termo hidraulicos do que
das incertezas neutronicas.

As simulagoes encontradas utilizavam uranio como elemento combustivel.

3.3.2 METODOS PARA REATORES DE ALTAS TEMPERATURAS (HTR)

Utiliza-se comumente o método de diferencas finitas de baixas ordens para calculos
em malhas finas. Para o caso de malhas da ordem de dois comprimentos de difusao
(aproximadamente o comprimento lateral de um elemento combustivel hexagonal), as
aplicacoes de métodos nodais e de diferencas finitas se mostraram promissoras. Relatam-
se algumas aplicagoes de métodos de probabilidades de colisoes.

Pode-se dizer que maior obstéculo aos célculos neutronicos nessa familia de reato-
res reside nos procedimentos de homogeneizacao, devido as estruturas duplamente he-
terogéneas de seus combustiveis (varetas ou esferas contendo particulas de combustivel

recobertas com camadas de materiais ceramicos de contengao).
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3.3.3 METODOS PARA REATORES REGENERADORES RAPIDOS (FBR)

Para essa familia de reatores, especialmente para os refrigerados por metais liquidos
(LMFBR), os métodos de diferengas finitas de baixas ordens (e de sintese de fluxo) tém
se mostrado eficientes e conseqiientemente preferiveis. O método de expansao de fluxo
se mostrou satisfatorio em simulagoes em geometrias retangulares, indicando uma nova
vertente investigativa em face da compatibilidade de seus resultados aos de simulacoes

utilizando diferencas finitas de baixas ordens, com tamanhos de malha maiores.

3.4 SUMARIO DAS VANTAGENS E DESVANTAGENS ASSOCIADAS

Nao se constitui em tarefa simples descrever sumariamente vantagens e desvantagens
de um grupo de métodos, ja que para isso se faz necessario conhecer profundamente cada
um deles, o que foge ao escopo do presente trabalho. Porém, entende-se que esse sumario,
apesar de nao esgotar pareceres, possa de alguma forma contribuir aos interessados nesse

nicho da Fisica de Reatores.
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METODO

VANTAGENS

DESVANTAGENS

Diferencas Finitas

de Baixas Ordens

- Alta flexibilidade (tipo de reator, geometria,
simetrias, etc.);

- Teoria bem fundamentada;

- Distribuigao local de poténcia diretamente

disponivel.

- Baixa precisdo para malhas grossas;

- Baixa eficiéncia para nucleos grandes.

Diferencas Finitas

de Altas Ordens

- Deriva de teoria bem fundamentada;

- Coeficientes de acoplamento ajustiveis.

- Acoplamentos matriciais complicados;
- Perda de base tedrica;

- Experiéncia numérica do usuério.

Elementos Finitos

- Flexibilidade geométrica;

- Alta eficiéncia para grandes regides ho-
mogéneas;

- Base tedrica satisfatoria;

- Distribuigao local de poténcia diretamente

disponivel.

- Matrizes de acoplamento pouco esparsas;

- Solugobes tridimensionais necessitam de pro-
cessos iterativos, com perda de eficiéncia;

- Inclusdo de efeitos de realimentagdo reduz

eficiéncia.

Nodais

- Formalmente exatos, ndo dependem da apro-
ximacao da difusao;

- Solugéo de facil obtengao.

- Baixa precisao;

- N&ao convergem para a solugdo exata com o
refinamento da malha;

- Base tedrica fraca;

- Distribuicdo local de poténcia nao direta-

mente disponivel.

Matriz Resposta

- Alta eficiéncia para familia FBR;
- Tratam facilmente heterogeneidades;
- Formalmente exatos, ndo dependem da apro-

ximacao da difusao.

- Inclusdo de efeitos de realimentacdo reduz
eficiéncia;

- Impossibilidade de refinamentos para malhas
grossas;

- Dificuldades em tratar grande ntmero de

regioes.

Probabilidade de
Colisao Nodal

- Solugao de fécil obtengao;
- Nao depende das aproximagoes da teoria da

difuséo.

- Precisdo insuficiente para malhas grossas (es-
pecialmente para queimas);

- Nao converge para solugdo exata com refina-
mento da malha;

- Fraca base tedrica;

- Distribuigao local de poténcia nao direta-

mente disponivel.

Expansao Nodal

- Alta eficiéncia para malhas grossa;
- Répida convergéncia para solugao exata, com
emprego de polinémios de ordens superiores;

- Aceita técnicas de aceleragao.

- Fraca base tedrica, apesar dos bons resulta-
dos para familia LWR,;
- Distribuicdo local de poténcia nao direta-

mente disponivel.

Expansao de Fluxo

- Alta eficiéncia para malhas grossa;
- Répida convergéncia para solugdo exata, com
emprego de polindmios de ordens superiores;

- Aceita técnicas de aceleragao.

- Fraca base tedrica, exceto para expansoes de
baixa ordem, apesar dos bons resultados para

familias LWR e LMFBR.
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4 O METODO DA EXPANSAO POLINOMIAL NODAL

No presente trabalho utiliza-se como referéncia principal o estudo realizado por FIN-
NEMANN (1977), intitulado: “Interface current techniques for multidimensional reactor
calculations”.

O método da expansao nodal (NEM) consiste em uma técnica conceitualmente deri-
vada da classe dos Métodos Nodais, a qual foram combinadas caracteristicas do Método
de Elementos Finitos. Trata-se de um método consistente, de reconhecida eficiencia para
malhas grossas, baseado na forma integral das equacgoes de difusao de néutrons multi-
grupo.

O NEM, como sera apresentado, é formulado através da conversao da forma P1 da
equacao de difusao de neéutrons em um conjunto de equagoes unidimensionais de difusao
para o fluxo médio, para cada uma das direcoes espaciais, denominadas por equacoes de
balanco nodal.

As equacoOes nodais sao obtidas através da integracao formal da equacao de difusao
em cada elemento de volume (nodo). Os coeficientes de acoplamento entre fluxos nodais
e correntes médias transversais, sao determinados através da solucao de problemas au-
xiliares unidimensionais, para fluxos médios transversais, com a utilizagao de expansoes
polinomiais. Os coeficientes polinomiais sao obtidos através da utilizagao de condigoes de
contorno e de consisténcia, e da técnica de residuos ponderados.

Dada a equacao estacionaria de balang¢o neutronico multigrupo,

V- Dg(ﬂﬁgbs](ﬂ - Etg(F)¢g(F) + Z[Egg’(m + %ngxfg/(f‘)]ﬂ%’ () =0 (4.1)

Considerando a Lei de Fick (Forma P1):

Ty(F) = —Dy(F)V b, (7) (4.2)

Aplicando (4.2) em (4.1)
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\ (7) + Etg(fjﬁég(f‘) = Z[Zgy/(ﬁ + %ngzfg’w‘)]qﬁg’ (7) (4.3)

Para que essa equacao seja considerada um “problema bem posto”, alguns requisitos

devem ser satisfeitos:

e ¢ (1) deve ser continuo em todo espago (em todo e qualquer ponto espacial);

e As componentes de J, em cada uma das direcoes consideradas, devem ser continuas

ao longo das superficies de contorno;
e Ao longo do contorno do sistema a corrente neutronica reentrante deve ser nula

(garantia da aproximacao de difusao).

Representacao geométrica (NEM)

De posse das informagoes iniciais, o arranjo neutronico modelado é seccionado em

elementos volumétricos regulares (caixas, paralelepipedos, cuboides) denominados nodos,

de dimensoes (arestas) a, (u = z,y, 2).

Vin
cm
‘SZ
H m
Cem |
az L Sx
~ 1T
ax
A 1IN
ay

Figura 4.1: Representacao esquematica de um nodo e suas faces.

Vin =ay - ay' - ay = ay' - a) - al (4.4a)
St=ar-a’, U = WX, (4.4b)
v =0 = w-u=0 (4.4¢)

Considerando-se que:
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1. Dentro de cada nodo os parametros materiais sao assumidos homogeneamente dis-

tribuidos;

2. A integracao da EQ 4.3 no volume de cada nodo resultard em um conjunto de

equacoes denominadas “equagoes de balanco nodal”;

3. Pode-se dizer entao que o Método Nodal é uma técnica baseada na forma integral
das equacoes de difusao, que transforma a forma P! em um conjunto de equacoes
unidimensionais para o fluxo médio, em cada uma das direcoes consideradas, aco-

pladas através de termos transversais.

Integrando a equacao de difusao multigrupo em uma subregiao homogénea do sistema

neutronico de interesse:

Vin

G G
V- JdV + / SighdV =Y / SagGgdV + ) / IV g bgdV  (4.5)
Vin g=17Vm g=17Vm

A partir de entao, considerando-se uma subregiao homogénea, definem-se as segoes

de choque ¥% (2,9, z) e o fluxo médio intranodal ®}'(z,y, ),

Jv. ¢g(z,y,2)dV
Bt — o [ oty

Conservando as taxas de reagao,

¢y

/ Yxgtg(w,y,2)dV = X% OV,

m

Assim, reescrevendo a EQ 4.5, agora em termos do fluxo médio intranodal,

G
Ve J(@,y,2)dV + Sp@rV, = >[50 4 IS |00V (4.6)

Vim prast

Do Teorema da Divergéncia tem-se,

V- JdV :/ J - sdS, dS = n.dS
1% Sy

Logo, define-se o termo de corrente:
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= Z ar [(‘];J;L_Jg]:w> (Jgul _JguT)]Vm

u:x7y7
Onde, s =1 =u=0; s =r = u = a, na dire¢cao u, no nodo m.
Fazendo a substituicao do termo de corrente na EQ 4.6, obtem-se a seguinte equacao

de balango nodal

€]
Z am [(JLT - Jg@r) (Jgul - Jgul )] + Ztg g Z[EZ;’ + %XZLVEfg/]CDZ’L (47)

U=2,Y,2 g'=1

A EQ 4.7 relaciona o fluxo médio no nodo m com as correntes parciais em cada
direcao, presentes em cada uma das faces desse mesmo nodo.

Através deste sistema de equagoes - trés diregoes e G grupos de energia - expressa-se
uma relac¢do entre fluxos médios intranodais (integrados no volume) e correntes parciais
médias nas interfaces (contornos dos nodos); ou seja, uma relagao entre taxas de fuga de
néutrons e de suas diversas interagoes com o meio.

Dispondo-se das seguintes informagoes de contorno,

JR = Jom e —Dg;S;; () s (4.8a)
2(J gt 4 Tout) Z 7 () s (4.8b)

No intuito de se estabelecer uma relacao “mais consistente” entre termos de corrente,
de caracteristica unidirecional, e fluxos nodais, de caracteristicas integrais, descreve-se
uma variavel auxiliar, de caracteristicas tais que possa ser avaliada em qualquer ponto

do nodo (dentro ou nas interfaces, inclusive), através da qual serd postulada a expansao

polinomial: “fluxo médio transversal” ¥y, .
gu — Am/ ¢g x,Y,z )dSV (49)

A conexao entre o fluxo médio transversal e o fluxo médio no volume é definida como

uma condicao de consisténcia a ser atendida,
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oy = ﬁ/o o (1) . (4.10)

u

Figura 4.2: Representacao esquematica das correntes parciais no nodo m.

4.1 EXPANSAO DE SEGUNDA ORDEM - O NEM BASICO

Estabelecidas as relagoes entre termos principais e auxiliar, propoe-se a expansao
polinomial de ordem quadratica (N < 2). Tal ordem justifica-se com base nas préprias

condigoes (de contorno e de consisténcia) definidas anteriormente.

"3 () = g, Z P () (4.11)

onde C7 € o coeficiente de acoplamento do polindmio de ordem k na expansao e

Co 4 € 0 termo fundamental.

g () = i gho(G) + Cit gl () + Ol gha (i) (4.12)

A partir da EQ 4.12 e utilizando-se as condi¢oes de consisténcia e de contorno pré-

estabelecidas, sao definidos os polinomios e seus respectivos coeficientes.

00,9 = Pg's ho(gm) =1
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m

ul,g — %( qur d};?;l), hl(ﬁ) = 2(%) -1
u2,g - q)m o %( gur + 77Z)gul); hZ(%) = 6(#)[1 — (aim)] —1

Onde estes compoem um conjunto de polinomios pertencentes a mesma familia, ortogonais
e linearmente independentes (LI), gerando componentes de uma base completa e suficiente
para gerar o espaco funcional para a solugao considerada.

Inserindo a expansao EQ 4.12 nos termos das informagoes de contorno EQ 4.8a e EQ
4.8b, obtém-se equagoes que permitem calcular as correntes que saem/fogem do nodo m
em cada face, esquerda ([) e direita (7). Ou seja, das condi¢oes previamente estabelecidas

(contorno, consisténcia e ortogonalidade), encontramos uma rela¢ado matricial da forma:

AJout:BJzn+C

Que pode ser reescrita

Tl = Apgu @y + AlgngtLT + A5 T (4.13a)
Jg—ZT Aﬁ;uq);n + A2gu‘]gul + Algu guT (413b)

Retornando a EQ 4.7 e introduzindo as aproximacoes de correntes redefinidas anteri-

ormente, obtém-se

G
( Z 2 09“+2 )@g—Z(zg,+§X§uzfg,) o =

U=x,Y,2 g'=1 (414)
D ap (=A%, =A%) (Jud + )]

U=zx,Y,2

Até este ponto, foram obtidas solugoes independentes para cada uma das diregoes.
Porém, o artificio dessa suposta “separabilidade” incorre em erros, tanto mais severos,
quanto maiores forem as dimensoes do nodo. Justifica-se entao melhorar a precisao do

método, ampliando a ordem da expansao.

33



4.2 EXPANSOES DE ORDENS SUPERIORES

A expansao para o fluxo médio transversal para ordens superiores sera reescrita da

seguinte forma:

N
U () 2 Y () + 3 O o ()
n=3

Os coeficientes associados aos termos de ordens superiores (N > 3) podem ser de-
terminados “impondo-se” que a expansao seja solucao da Fqua¢dao da Difusdo unidimen-
sional na forma do fluxo médio transversal e que, da mesma forma, os polinomios de
ordens superiores gerem uma base funcional de solucao; ou seja, guardem a propriedade
de ortogonalidade entre si (LI).

Os polinomios podem ser escritos:

ho(v) = 1,

hM(v)=2v—1& hi(v)=v—3;

ha(v) = 60(1 —v) — 1 & hy(v) = v(1 —v) — L;

hs(v) = 6v(1 —v)(2v — 1) & hs(v) = v(1 —v) (v —3);

hy(v) = 6v(1 — v)(50° = bv + 1) & hy(v) = v(1 —v) (v —v + 1) ;

hs(v) = 6v(1 —v) (20 — 1) (60* — 6v + 1) < hs(v) =v(l —v) (v—13) (V* —v+2).

Onde a primeira definicao em cada linha refere-se a forma dos polinomios conforme Fin-
nemann e a segunda a forma normalizada.

Por gerar uma nova base funcional, os termos de ordens superiores devem guardar o
principio de ortogonalidade entre si (LI), observando dependéncia com o espago funcional
da solucao para a formulacao bésica. Ou seja, os polinomios de ordens superiores sao
linearmente dependentes (LD) dos polinémios da formulagao bésica.

Considerando a limitacao da formulacao basica do NEM em admitir suposta separa-
bilidade matematica das dimensoes espaciais, busca-se, a partir de andlises do comporta-

mento da equacao de balanco EQ 4.1 nas dire¢oes transversais a varredura do nodo, um
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precedimento semelhante ao empregado anteriormente.
Integrando a EQ) 4.1 na segao transversal a direcao u, no intervalo 0 a a]' e assumindo

parametros homogéneos nos nodos,

m 82 ;m m,;m m m m m(2 m
—Dy Zn® (u) + Sy () = Y (S + IV (w) = Ly (w). (4.15)
Onde,

m ms 82 2
Lgu(u) = _ﬁ A Dg (% + %)%(ﬁdfl

Que representa o termo de interdependéncia das dire¢oes, denominado Fuga Média Trans-
versal, o qual pode ser igualmente aproximado por uma expansao polinomial da mesma

forma que foi realizada anteriormente para o fluxo médio transversal.

L (u) = fézuho(ﬁ) + ff;uhl(ﬁ) + fgguhQ(#)’

Onde, associando ao desenvolvimento realizado para o fluxo médio transversal:

fogu = Lyu;
g g g

P = L = 5 (Lgur + L)

O termo Ly;, denominado “fuga transversal média”, expressa a fuga média para as

direcoes transversais a u. Matematicamente parece razoavel escrevé-lo:

L= 2 o Uaas = i) = 22 a [+ Ji) = (i + )]

k=v,w k=v,w

Das seguintes condicoes de continuidade nas fronteiras entre nodos,

m—1 _ tm
Lgur - Hgul
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m—1 9 rm—1
D duLgm“ DQ u QUl

se a™ ' =a™ ¥Ym >0

m = (D Lt D) (DRt + D)
m myrm m+17m+1 m m+1
L, = (DL + DL /(D Dt

gur
Coeficientes de ordens superiores

Com vistas a determinagao dos coeficientes de ordens superiores, sera utilizada a

técnica de residuos ponderados aplicada a equacao de balanco do fluxo médio transversal.

an G

82

/ w;(u)- [ Dy Sz pw) + Sigwgn () = Y (Sg + 3G VER Wk (u) + Ly, (u) | du=0

0
g'=1

Foram investigadas as utilizacoes dos pesos Galerkin e Momento, para a determinacao

dos coeficientes. Exemplifica-se, a seguir, as equacoes obtidas para os coeficientes Cy34 €

Cua 4, a partir da aplicacao da técnica de residuos ponderados utilizando peso momento.

1 DI, m 1 vm
_E(a;) u3g+E (12 ul,g — 120 u3,g)+
G
m 1. m m m 1 m 1 rm
_Z<Egg’ XX VEfg’)< Culg - 1200u3g> +Eflgu =0
g'=1

_ 1 D3 m m
15 (am)? u4g+Z (180 u2g 2100 u4g)+

G
m 1. m m m m 1 m
- Z(Zgg’ + X V) (1800u29 21OOCu4g ) + t50/2gu = 0
g'=1

Calculo da Distribuicao Estacionaria do Fluxo

Considerando a expansao de quinta ordem,
un g

Fazendo uso da expressao (4.8a) e das condigbes previamente estabelecidas (contorno,
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consisténcia, ortogonalidade e ponderacao residual), encontramos uma relagdo matricial

da forma:
AJOUtZBJzn_FC

Reescrita na forma

+m __ m m m —m m +m m m m m .
Jgur - AOgucI)g + Algu gur + A2gngul A3gu u3,g9 + A4gu udg)
—-_m __ m m m —m m +m m m m m
gul — AOguq)g + A2gngur + Algngul + ASgu u3,9 + A4gu udg*
Onde,
m 6A .
AOgu = (1+12A)°

Am (1-48A2)
lgu ™ (1+16A+48A2)’

Am — —8A .
29u T (1+16A+48A2)°

m __ 1 A .
ASgu - 5[(1+4A)]7

m __ 1 A — 1 pm .
A4gu - 5[(1+12A)] - 30A09u’

A= D7 /ay".

A Equacao de Balanco Nodal pode ser reescrita:

G
ACy m m m m m
( Z 2% + EW) ¢y - Z(Egg’ + %Xg szg’)q)g -

U=2T,Y,2 g’'=1

m
Ay,

U=T,Y,z

(4.16a)
(4.16b)

(4.17)

A presenca dos termos de ordens superiores, conforme esperado, incorpora-se exclu-

sivamente ao termo de fuga. A consisténcia da solucao fundamental é ratificada.

Observou-se que as expansoes impares de ordens superiores estudadas nao contribuiram

na forma da equacao de balanco final, permanecendo essa mesma equacao atualizada ape-

nas pelas contribuicoes das ordens pares imediatamente anteriores.
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5 BENCHMARK IAEA-3D

Com o objetivo de validar a teoria desenvolvida, utilizou-se o caso referéncia (bench-
mark) cldssico tridimensional proposto pela Agéncia Internacional de Energia Atomica.
Trata-se de um reator comercial do tipo a dgua pressurizada (PWR), de nicleo com di-
mensoes aproximadas de 170 cm de raio e 380 cm de altura, composto por cinco regioes
distintas, apresentando simetria do tipo 1/8, tendo se¢oes transversal e longitudinal apre-
sentadas nas FIG. 5.1 e 5.2 respectivamente, parametros nucleares apresentados na TAB.
5.1, tendo vacuo por condi¢ao de contorno (condic¢ao de corrente entrante nula) e condi¢ao
reflexiva para simetrias (corrente liquida nula). Foi utilizado o valor de 20 ¢cm para as

dimensoes dos intervalos de malha grossa nas trés diregoes.

Regido 3

170 =0 %

L
[

Y(cm)

90

70

12

//: 2 3 a 2’}/‘;//;: 6 7
10 30 50 70 a0 110 130 150 170
X (cm)

13

Figura 5.1: Se¢ao transversal, z = 190cm (ANL-7416, 1977).
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Barra parcialmente inserida (elemento 18)

380
360

(cm)

280

2 1 4 Plano

central

190

(A A A A A A A o A A AR A A A A A A A A A A A A A A

'S

20

130 150 170

o
~l
o
w
o

X (em)

Figura 5.2: Segao longitudinal, y = 0 (ANL-7416, 1977).

Tabela 5.1: Dados Nucleares (ANL-7416, 1977).

Region Di Dy Y1, Y4 22 Vg Material

1 1.5 04 0.02 0.01 0.08 0.135 Fuel 1

1.5 04 002 0.01 0.085 0.135 Fuel 2

1.5 04 0.02 001 0.13 0.135 Fuel 2 4+ Rod

20 0.3 0.04 0 0.01 0 Reflector

O = | W N

20 03 0.04 0 0.055 0 Refl. + Rod
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6 SIMULAGOES COMPUTACIONAIS

6.1 NEM3D-1A

Com a finalidade de testar a validade do estudo proposto, foram realizadas modi-
ficacoes no programa NEM3D (PAIXAO, 2016), resultando na versdo NEM3D-1A.

O programa NEM3D foi desenvolvido para simulagao de casos estacionarios tridimen-
sionais a dois grupos de energia. Foi escrito em linguagem FORTRAN, por ser conside-
rada ideal para problemas de natureza cientifica, devido a sua capacidade em processar
operacoes matematicas, por oferecer rotinas para calculos de fungoes e possibilidades de
manipulagdes de bancos de dados. De caracteristica modular, o NEM3D apresenta por
principais caracteristicas: versatilidade de modificacoes, facilidade de verificacoes de erros
e acompanhamento de passagem de parametros entre suas subrotinas. As subrotinas fo-
ram desenvolvidas com finalidades especificas, dentro da estrutura operacional necessaria
a execucgao do cédlculo utilizando o método da expansao polinomial nodal.

A versao NEM3D-1A foi adaptada de modo a simular de maneira mais objetiva o caso
referéncia proposto, oferecendo um formato de apresentacao de resultados mais amigavel
ao usudario. Pela qualidade dos resultados obtidos, puderam ser dispensados recursos de

aceleracao e critérios de convergéncia outros que nao apenas o do autovalor (kesy).

6.2 PROCESSO ITERATIVO

Considerando uma expansao de 4* ordem, o processo iterativo pode ser descrito ba-

sicamente como:

1. A partir dos valores conhecidos de fluxos e correntes, calculam-se: C1, C2, L, C3 e

C4, para cada direcao;
2. Calculam-se os fluxos: A-® =B - J;,, + By - Cy;
3. Calculam-se as novas correntes de saida: J,,u = D - ®+ E - J;,, + E1 - C3+ FEy - Cy;
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Atualizam-se as novas correntes de entrada: J;, = P - Jou;

Calcula-se o novo resultado para o autovalor e compara-se ao anterior. Se nao
convergiu dentro da tolerancia esperada, retorna-se ao passo 1. Caso contrario,

calcula-se a distribuicao de poténcia em cada nodo e encerra-se o processo.

Este processo serd reescrito na forma de um fluxograma apresentado no item a seguir.
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6.2.1 FLUXOGRAMA

Calculo Estacionario

Lé Dados

[ 1. Identifica Geometria; )
2. Nodos Vizinhos;
3. Inicializa ¢ e J;

_ 4. Inicializa Autovalor. |

Iteracoes

Calcula: C, (5, L,
037 043 (I)a Jout € Jin-

[ Reinicia Iteragoes ] [ Calcula Autovalor \ ]

- A convergiu?
nao

sim

@4—[ Imprime Resultados }
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6.2.2 CRITERIOS DE CONVERCGENCIA

1. Para autovalor (\*):
|>\(n)_)\<nfl>
(=)

Onde, n - refere-se a iteracao externa.

2. Para distribuigao de fluxo (®):

)q);n(n)i(b;n(n—l)

€p = MATy, D)
(I)g

Onde, m - refere-se ao nodo
n - refere-se a iteracao externa

g - refere-se ao grupo em energia

F®)
F(n—-1)

x AW — A1)

M G
FO =3 "Vmy usp o
m=1 g=1

6.3 RESULTADOS E COMPARACOES

Sao apresentados resultados de simulagoes do programa NEM3D-1A e comparagoes
aos valores fornecidos pelo caso referéncia (BENCHMARK TAEA-3D).

Nas simulacoes, foram utilizados os seguintes recursos computacionais:

Compilador: FORTRAN Power Station 4.0 (1995) 32bits, MicroSoft.

Computador: Dell optiplex 790, windows 7 - 32 bits
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6.3.1 BENCHMARK TAEA-3D

Os valores considerados como referéncia da simulagao do caso BENCHMARK TAEA
3D, foram gerados através da extrapolagao dos resultados fornecidos pelo programa com-
putacional VENTURE, que utiliza o método de diferencas finitas de baixas ordens, e sao
apresentados sob a forma de dois conjuntos: autovalor (k.rs) e distribuicao radial (x, y)

de poténcia nos nodos, integrada axialmente.

kepr = 1,02903

0,476 ( 0,700 | 0,611

1,¥78 | 0,972 ( 0,923 | 0,866

1, 1,311 | 1,181 | 1,089 | 1,000 | 0,711

%{ 1,432 | 1,291 | 1,072 | 1,055 | 0,976 0,757

8739 [-1,281 1422 | 1,193 0,610 6,953 |- 0,959 10,777 |~ >
|

Figura 6.1: Distribuicao radial média de poténcia, integrada axialmente, de referéncia

6.3.2 RESULTADOS NEM3D-1A

Apresentam-se resultados do programa NEM3D-1A para simulagoes utilizando dis-
tintos valores de parametros de malha, destacando-se maior, em vermelho, e menor, em

verde, valores de desvio relativo da distribuicao radial média de poténcia.
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(A) al’ = a" = a7 = 10cm

kerr = 1,02909(0,00583%) — topy = 22,11s

A
0,3699 | 0,3179 | 0,8347
0,0255 | 0,0026 | 0,3061 | 0,6582
y»(l 0,1411 | 0,0127 | 0,1860 | 0,2750 | 0,8122
0,2756 | 0,3003 | 0,1917 | 0,1306 | 0,1445 | 0,2638 | 0,4987
yvg 033571 0,2461 {-0.1928 | 0.1393 10,1154 | 0.3493[ 04633 ... ... >

Figura 6.2: Distribuicao de desvios de resultados de NEM3D-1A — 10cm x 10cm x 10cm
(B) a' = a;' = 10cm, aT = 20cm

T

kepr = 1,02907(0,00389%) — tepy = 5,79s
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=
]

0,4179 | 0,9656

0,0752 | 0,0206 | 0,3954 | 0,7852

0,3344 | 0,2307 | 0,0148 | 0.2617 | 0,4050 | 0,9705

0,4545 | 0,4609 | 0,2963 | 0,1446 | 0,2204 | 0,3945 | 0,6638

-1-0.3764 | 0,5152.| 0,4044 {-0,3018 | 0,1066 10,1941 {04797 | 0.6306 - >

Figura 6.3: Distribuicao de desvios de resultados de NEM3D-1A — 10cm x 10cm x 20cm
(C) al = a}* = 20cm, at = 2,5cm

x Y

k)eff = 1, 02885(0, 01749%) - tC’PU = 13, 61s

0,9213

0,5642 | 0,1286 | 0,9165

0,5008 | 05658 | 0,7476 | 0,8430

04678 | 0,1907 | 0,7451 | 0,8724 | 0,4600 | 1,1392

02219 | 02444 | 0,1549 | 04664 | 0.9668 | 0,8607 | 0,6077

-1-0,5350 | 0,3357- | 0,0000 | 0.0754- —&4098——4],9369—-4],8623— 55
]

Figura 6.4: Distribuicao de desvios de resultados de NEM3D-1A — 20cm x 20cm x 2,5¢cm

(D) apt = ayt = 20cm, al' = 5em

k‘eff = 1, 02895(0, 00777%> - tch = 5, 10s
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02311 | 03429 | 03437

0,6262 | 04424 | 03684 |0,2887

0,1535 | 0,4805 - 0,5234 | 0,1000 | 0,4641

04510 | 03492 | 0,5267 | 04851 | 0,6256 | 02971 |0,0925

101820 | 03591 | 0.6118 | 04778 | 04590 | 0.,6401-|-0.5109 | 01544 | >

Figura 6.5: Distribuicao de desvios de resultados de NEM3D-1A — 20cm x 20cm x 5em
(E) aft = a’ = 20cm, a' = 10em

T

kesr = 1,02901(0,00194%) — tepy = 3,30s

e

0,0670

0,0630 | 0,6143 | 0,0164

0.7 0,3704 | 0,1408 | 0,0346

05556 | 0,6636 | 0,6859 | 03214 | 0,4200 | 0,0844

03375 | 0,6983 |0,7359 | 04851 | 04265 | 0,0410 |0,4858

|0, 36———9,—7494—.—D,—?Ml~—{k,4?—54——4},41»9?— -0,1668 | 025741 >

Figura 6.6: Distribuicao de desvios de resultados de NEM3D-1A — 20cm x 20cm x 10cm
(F) al = a)t = a7 = 20cm

k‘eff = 1, 02901(0, 00194%> - tch = 2, 21s
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0,0430 | 06571 | 0,0327

0,7216 | 0,3601 | 00975 | 0,0808

0, 0,7018 | 0,6859 | 02847 | 0,4700 | 0,0141

08948 | 07612 | 0,7746 | 04757 | 03886 |0,0922 |0,5548

:
-l-o, ---0,8041-.-0,-13?6- -0.4590 | 03778 01147 [ 03218 |.. 5
j

Figura 6.7: Distribuicao de desvios de resultados de NEM3D-1A — 20cm x 20cm x 20cm
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7 COMPARACOES COM OUTROS PROGRAMAS

Apresentam-se resultados de simulacoes do BENCHMARK TAEA-3D fornecidos por
diversos programas computacionais desenvolvidos a partir de diferentes métodos de célculo,
no intuito de verificar a qualidade do trabalho proposto, bem como um breve comentario

sobre cada um deles.

7.1 PROGRAMAS COMPUTACIONAIS

VENTURE: Desenvolvido na Divisao de Reatores do Laboratério Nacional de Oak
Ridge (ORNL) para cédlculo da solugao estacionaria das equagoes de difusdo de néutrons
na forma multigrupo, em até trés dimensoes, através do método de diferencas finitas
de baixa ordem, com parametros centrados na malha. Utiliza técnicas de aceleragao de
convergencia - 1975.

VANCER: Desenvolvido na Divisao de Reatores do ORNL a partir do programa
VENTURE, utiliza o método de elementos finitos para a solugao estacionaria das equacoes
de difusao de néutrons na forma multigrupo, em duas ou trés dimensoes, considerando
expansoes lineares - 1978.

FEM 3D: Desenvolvido no Departamento de Tecnologia do Reator da Comissao de
Energia Atomica da Dinamarca, utiliza o método de elementos finitos para a solucao
estacionaria das equacoes de difusao de néutrons na forma multigrupo, em duas ou trés
dimensoes, utilizando féormulas gerais de Lagrange para derivagao dos elementos - 1975.

IQSBOX: Desenvolvido na Kraftwerk Union S.A., utiliza o método de expansao po-
linomial nodal combinado com técnicas de residuos ponderados e de aceleragao de con-
vergéncia para as solugoes estacionaria e dependente do tempo das equagoes de difusao
de néutrons multidimensionais, para reatores do tipo moderados a agua leve — 1975.

Brian Christensen: Tese de Doutorado desenvolvida na Comissao de Energia Atomica
da Dinamarca, que utiliza o método da expansao polinomial nodal combinado com técnicas

de residuos ponderados e de aceleracao de convergéncia para as solugoes estacionaria e
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dependente do tempo das equagoes de difusao de néutrons na forma multigrupo, em duas
ou trés dimensoes - 1985.

ARROTA: Financiado pelo Instituto de Pesquisa de Energia Elétrica (EPRI), utiliza
o método nodal analitico e técnicas de aceleracao de convergéncia para as solucoes esta-
cionaria e dependente do tempo das equagoes de difusao de néutrons na forma multigrupo
multidimensionais — 1985.

NESTLE: Desenvolvido na Universidade Estadual da Carolina do Norte (NCSU),
utiliza o método de expansao polinomial nodal, ou o de diferencas finitas, combinado a
técnicas de refinamento de calculo, para as solucoes estacionaria e dependente do tempo
das equagoes de difusao de néutrons na forma multigrupo multidimensionais, para variados
tipos de reatores — 1994.

PARCS: Desenvolvido na Universidade de Purdue, utiliza os métodos de expansao
polinomial nodal, nodal analitico e de diferencas finitas de altas ordens, combinado a
técnicas de refinamento de cdlculo, para as solucoes estacionaria e dependente do tempo
das equagoes de difusao de néutrons na forma multigrupo multidimensionais, para variados

tipos de reatores — 1998.

7.2 RESULTADOS COMPARATIVOS

Apresentam-se resultados fornecidos pelos programas apresentados, publicados em

literatura cientifica, sobre a simulacao do caso referéncia BENCHMARK TAEA-3D.

7.3 O AUTOVALOR (keyy)

Apresenta-se tabela comparativa dos resultados de autovalor e desvio relativo associ-

ado.
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Tabela 7.1: Comparacoes de resultados de k.
PROGRAMA a, -a, - a, (ecm?) kepr  Akerp(%)
VENTURE Extrapolacao 1,02903 -

VENTURE 10 x 10 x 10 1,02864  0,03790
VANCER 10 x 10 x 10 1,02949  0,04470
FEM-3D 10 x 10 x 10 1,02920  0,01652
IQSBOX 20 x 20 x 20 1,02911 0,00777

NEM3D-1A 20 x 20 x 20 1,02901 0,00194

Christensen 20 x 20 x 20 1,02896 0,00680
ARROTA 20 x 20 x 20 1,02899  0,00389
NESTLE 20 x 20 x 20 1,02899  0,00389

PARCS 20 x 20 x 20 1,029096  0,00641

7.4 DESVIOS MAXIMOS E MINIMOS DE DISTRIBUICAO DE POTENCIA

Apresenta-se tabela comparativa dos desvios méximo e minimo dos resultados da dis-
tribuicao radial de poténcia nos nodos, integrada axialmente, fornecidos pelos programas

apresentados, tomando como base a distribuicao apresentada no item 6.3.1.

Tabela 7.2: Desvios maximos e minimos para a distribuicao de poténcia radial.

DESVIO MAX DESVIO MIN.
PROGRAMA \p %) (r,y)em AP, (%) (z.1)
VENTURE 13,6 (140; 40) 0,24 (100; 20)
VANCER 9,93 (120;80) 0,38 (100; 40)
' (100; 20)
FEM-3D 411 (140; 40) 0,11 (100:0). (60, 80; 20).
: (60, 80; 40),
IQSBOX 0,56  (140; 40) 0,00 (80, 120, 60), (120:80)
NEM3D-1A 1,00 (40; 0) 0,01 (140; 40)
Christensen 1,88 (140; 20) 0,02 (80; 20)
. (80; 0), (60; 40),
ARROTA 0,98 (120, 80) 0,00 (60, 80: 60), (80; 80)
NESTLE 117 (120; 100) 0,00 (30; 0)
PARCS 0,79  (120; 100) 0,02 (100; 40)
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8 CONCLUSOES E SUGESTOES

8.1 CONCLUSOES

Conforme os resultados apresentados, conclui-se que o trabalho proposto obteve éxito
e que o método da expansao polinomial nodal (NEM) é uma ferramenta de importancia
para célculos de malha grossa em reatores do tipo moderados com agua leve (LWR).
As caracteristicas do método permitem programacao estruturada e implementacao em
computadores do tipo pessoal.

Apesar da modularidade e versatilidade estrutural de NEM3D-1A, trata-se de uma
programagao de dificil visualizagao no que concerne ao empilhamento e identificagado dos
nodos, associacao das propriedades materiais e das variaveis a serem calculadas em cada
um deles. Para isso, se faz necessario conhecimento detalhado do método e compreensao
de cada etapa da programacao.

A observacao das distribuicoes de desvios dos resultados de poténcia média radial
nodal fornecidos pelos diversos programas, sugere indicar que a tendéncia nao alinhada
dos resultados do NEM3D-1A possa ser devido a nao utilizagao de critério de convergéncia
para os fluxos ou de técnica de refinamento para essas variaveis.

De forma geral, os testes realizados com o programa NEM3D-1A indicaram estabili-

dade e convergéncia do método para a solugao esperada.

8.2 SUGESTOES

Prevendo-se a continuidade dos estudos utilizando métodos de malha grossa, em par-
ticular o método da expansao polinomial nodal, sugere-se:

- Incorporagao de critérios de convergéncia de fluxo e de técnicas de aceleracao de
convergencia;

- Verificagao da possibilidade de emprego do método em malhas finas;
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- Expansao do programa NEM3D a forma multigrupo;

- Incorporacgao do célculo bidimensional multigrupo ao programa;

- Incorporacao de dependéncia temporal e efeitos de realimentacao;

- Estudo de técnicas necessarias a reconstrucao de fluxos pino a pino;

- Desenvolvimento do NEM adjunto.
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10.1 APENDICE 1: METODO DOS RESIDUOS PONDERADOS

Constitui-se em formulacao para a obtencao de solugoes aproximadas, mas suficien-
temente precisas, de um problema de valor de contorno (PVC). Matematicamente, de
uma forma geral, pode ser entendida como a integracao ponderada da prépria equacao
diferencial representativa do problema.

O Método dos Residuos Ponderados estabelece uma condicao natural para a obtencao
de solugoes aproximadas de varios problemas de engenharia, utilizando diretamente a
equagcao diferencial (forma forte) do problema a ser resolvido.

Sua aplicacao, no inicio, manteve-se restrita a problemas relativamente simples em
virtude da dificuldade de se obter fungoes aproximadas em todo o dominio. No entanto,
essa dificuldade passou a ser superada com técnicas de geracao da aproximacao mediante
divisao do dominio de integracao.

Para conceituar melhor o método, considere a equacao diferencial representativa do

balanco nodal:

DmdQTPgL +Em m _ZG ym +l m, 5m m m
T g du? tgTgu T T4 =1 dg g V fq wg/u - 9U<u>

Que pode ser reescrita na forma compacta

— m

Onde, f = —Ly, (u)
A representa um operador diferencial que atua sobre a varidvel ¢y, (u) (nossa solugao
[44 79 A = z 4

exata”), a componente homogénea da solugao, responsavel também por gerar todas as
inter-relagoes necessdrias entre as variaveis fundamentais do problema (7" e J;FLLZ‘).

No estudo proposto, foi definido que o fluxo médio transversal poderia ser repre-

sentado por uma solucao aproximativa, traduzida em expansao de fungoes polinomiais
completas pertencentes a uma mesma familia:

¢m(u)g¢m(N)(u):q)§n_’_ u hn(u)7n:17”' N

gu un,g
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Uma vez que a aproximagao 1/);2( nao é a solugao exata (iy,) pode-se definir o

“residuo” da aproximacgao como:

AWy (W) # = Ru) = AUy (w)) — f #0

O Método dos Residuos Ponderados estabelece que os coeficientes Cyf, |, que constam
na fungao aproximativa, sejam determinados mediante a condi¢ao de anulacao do residuo

em forma ponderada no dominio da solugao. Essa condicao pode ser expressa:

/w(Q) R(Q)dQ =0

Onde w(f2) é uma funcao homogénea nas condigoes de contorno essenciais em todo o
dominio €2 do problema.

Logo, essa mesma integral pode ser reescrita:

/0 w(v) - R(v)dv =0 = /0 w(v) - [A( ;Z‘)(N)(v)) + L7 (v)] dv =0

Que permitird encontrar os coeficientes associados a expansao aproximativa @Z)gf,(N)(v),
devidamente gerada de modos a minimizar as distor¢oes (residuos) da componente nao
homogénea da solucao.
Existem quatro principais categorias das fungoes de peso utilizadas como ponderadores:
- Método dos Subdominios;
- Método da Colocacao;
- Método dos Minimos Quadrados;
- Método de Galerkin.
No presente trabalho foram utilizados os pesos Galerkin e Momento, os quais serao abor-

dados.

28



10.1.1 METODO DE GALERKIN

O Método de Galerkin tornou-se um dos mais conhecidos e potentes dos Métodos de
Residuos Ponderados em virtude do advento e rapido desenvolvimento dos computadores
e de sua utilizacao na geracao do Método dos Elementos Finitos, que introduziu uma
forma engenhosa de construcao de funcoes de aproximacao.

Basicamente, o Método de Galerkin propoe que as fungoes peso w(v) sejam escolhidas

as mesmas que a fungoes de base da solugdo aproximativa h,,(v).

10.1.2 METODO DOS MOMENTOS

Entende-se como uma varia¢ao do Método de Galerkin, onde wy,(v) = h,—2(v).
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10.2 APENDICE 2: FUNCOES DE BASE E SUAS RELACOES

Apresentam-se as fungoes polinomiais utilizadas no presente estudo, suas representacoes
graficas, bem como os resultados dos testes de ortogonalidade entre essas funcgoes e se-

gundas derivadas.

ho(’U) - 17
hl(U) =0 — %;
ha(v) = v(1 —v) — &;
hs(v) = v(1 — ) (v — %) ,
ha(o) = v(1— o) (v — v+ 1):
he(o) = (1 = o) (0= ) (= v+ 1)
1_
0,5
y
0-
05

(e}
(=}
()
=4
N
(=]
[e)}
(=]
)
—_

Figura 10.1: Polinomios - Funcao de forma.
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NEM Basico h0O hl h2

0,5

-

-0,5 : T T T T

Figura 10.2: Polindmios bésicos - Fungao de forma.

NEM Avangado h3 h4 h5

0,10

-0,10

Figura 10.3: Polonoémios de ordens superiores - Fungao de forma.
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Sy @) - hyg(¥)av

M

0 1 2 3 4 5
N
0 1 0 0 0 0 0
I 0 1/12 0 1/120 0 1/5040
2 0 0 1/180 0 -1/2100 0
3 0 1/120 0 1/840 0 0
4 0 0 -1/2100 0 1/15750 0
5 0 1/5040 0 0 0 1/332640

Figura 10.4: Ortogonalidade entre polonémios.
1 ¥ =
fo h,\[(V) ' h”,\l("’)d‘«’
M

0 1 7 3 4 5
N
0 0 0 -2 0 -2/5 4]
1 0 0 0 12 0 1712
2 0 0 0 0 1115 0
3 0 0 0 -1/20 0 -1/840
4 0 0 0 0 -1/175 0
5 0 0 0 -1/840 0 -1/1680

Figura 10.5: Ortogonalidade entre polinomios
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e segundas derivadas.



